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Abstract: Dominating set of graph 𝐺  is subset 𝐷 ⊆ 𝑉(𝐺)  which for every vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)\𝐷  those vertices has 
neighbour in 𝐷. If for every pairs of vertice 𝑥 and 𝑦 their neighbour set different than we called 𝐷 locating-dominating 
set. As for the minimum cardinality of possible dominating set of 𝐺 is called the locating-dominating number of G. 
We determine the value of the locating-dominating number for comb product path (𝑃𝑛) and cycle (𝐶𝑛) graph. 
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Abstrak: Suatu subhimpunan titik 𝐷 ⊆ 𝑉(𝐺) merupakan himpunan dominasi jika setiap titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)\𝐷 memiliki 
tetangga di 𝐷. Jika setiap titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺)\𝐷 memiliki himpunan tetangga di 𝐷 yang berbeda dan tak kosong 
maka himpunan 𝐷  tersebut disebut sebagai himpunan dominasi-lokasi. Kardinalitas minimum dari himpunan 
dominasi-lokasi pada graf 𝐺 disebut sebagai bilangan dominasi-lokasi dari graf 𝐺. Pada penelitian ini ditentukan 
bilangan dominasi-lokasi dari graf hasil operasi comb graf lintasan (𝑃𝑛) dan graf siklus (𝐶𝑛). 

Kata Kunci: bilangan dominasi lokasi, graf lintasan, graf siklus, operasi comb 

 

Pendahuluan 

Pada penelitian ini suatu graf 𝐺 didefinisikan 
sebagai pasangan terurut dua himpunan (𝑉, 𝐸) . 
Himpunan 𝑉 tidak boleh kosong dan anggotanya 
disebut titik, sedangkan anggota dari 𝐸 merupakan 
pasangan tak terurut dua titik di 𝐺. Anggota 
himpinan 𝐸 ini kita sebut sebagai sisi. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 
dan {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸  maka titik 𝑥  dan 𝑦  dikatakan 
bertetangga. Dalam penelitian ini sisi {𝑥, 𝑦}  akan 
ditulisakan sebagai 𝑥𝑦 atau 𝑦𝑥 saja.  

Graf Lintasan 𝑃𝑛 merupakan graf dengan 𝑛 
titik dan 𝑛 − 1 sisi, sedangkan graf Siklus 𝐶𝑛 
merupakan graf dengan 𝑛 titik dan 𝑛 sisi yang 
didefiniskan sebagai berikut,  

𝑉(𝑃𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} 
𝐸(𝑃𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1| 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 − 1}   

dan 
𝑉(𝐶𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} 
𝐸(𝐶𝑛) = {𝑣1𝑣𝑛 , 𝑣𝑖𝑣𝑖+1|  𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 − 1} 

Secara umum graf siklus 𝐶𝑛  dapat diperoleh 
dengan menambahkan sisi 𝑣1𝑣𝑛  pada graf lintasan 
𝑃𝑛  atau 𝐸(𝐶𝑛) = 𝐸(𝑃𝑛) ∪ {𝑣1𝑣𝑛}.  Sebaliknya jika 
salah satu sisi pada graf siklus 𝐶𝑛  dihapus dari 
himpunan sisi nya maka akan diperoleh graf 𝑃𝑛 .  

Himpunan tetangga titik 𝑥  dinotasikan 
sebagai 𝑁(𝑥) merupaka himpunan dengan anggota 
sebagai berikut 𝑁(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑉|𝑦𝑥 ∈ 𝐸} . Suatu sub-
himpunan titik 𝐷  pada 𝐺  dikatakan himpunan 
dominasi jika untuk setiap titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)\𝐷 
memenuhi 𝐷 ∩ 𝑁(𝑣) ≠ ∅.  Ketika himpunan 
dominasi 𝐷  memenuhi syarat tambahan, yaitu 
untuk setiap titik berbeda 𝑢  dan 𝑣  berlaku  
(𝐷 ∩ 𝑁(𝑢)) ≠ (𝐷 ∩ 𝑁(𝑣)), maka himpunan 𝐷 
disebut himpunan dominasi-lokasi graf 𝐺. 

Kardinalitas minimum dari himpunan 
dominasi yang mungkin dari graf 𝐺 disebut sebagai 
bilangan dominasi graf 𝐺 dan dinotasikan dengan 
𝛾(𝐺).  Sedangkan, kardinalitas minimum dari 
himpunan dominasi-lokasi yang mungkin disebut 
sebagai bilangan dominasi-lokasi graf 𝐺  dan 
dinotasikan oleh 𝜆(𝐺).  Definisi awal terkait 
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bilangan dominasi-lokasi ini pertama kali diberikan 
oleh Slater [1,2]. Kemudian [3] memberikan definisi 
untuk bilangan dominasi-lokasi-metrik pada graf.  

Pada penelitianya [4], Seo dan Slater telah 
menunjukkan bahwa masalah penentuan bilangan 
dominasi-lokasi merupakan masalah-NP. Beberapa 
algoritma penentuan himpunan dominasi dan 
himpunan dominasi-lokasi telah banyak diberikan, 
salah satunya bisa dilihat pada [5]. Pada [6] telah 
ditentukan bilangan dominasi dan bilangan 
dominasi-lokasi untuk graf lintasan, graf siklus, 
graf lengkap graf bipartit dan graf roda. Sedangkan 
[7] memberikan hasil terkait bilangan dominasi 
lokasi pada komplemen suatu graf. 

Tabel 1. Bilangan Dominasi dan Bilangan Dominasi-Lokasi Graf 
𝑃𝑛,(𝑛≥3) dan 𝐶𝑛,(𝑛≥5) [1]. 

 

GRAF 𝛾 𝜆 

𝑃𝑛,𝐶𝑛 ⌈
𝑛

3
⌉ ⌈

2𝑛

5
⌉ 

 Hasil operasi comb graf 𝐺 dan 𝐻 dinotasikan 
dengan 𝐺 ⊳𝑥 𝐻  ditentukan oleh tiga objek, yaitu, 
graf 𝐺,  graf 𝐻  dan suatu titik 𝑥  pada graf 𝐻.  Graf 
𝐺 ⊳𝑥 𝐻  diperoleh dengan menduplikasi graf 𝐻 
sebanyak titik graf 𝐺,  kemudian titik 𝑥  pada 
duplikasi ke 𝑖 dari 𝐻 ditempelkan ke titik ke-𝑖 graf 
𝐺 . Secara umum pemilihan titik 𝑥  yang 
ditempelkan akan menghasilkan graf yang berbeda. 

 Berdasarkan [8] bilangan dominasi-lokasi 
dari graf 𝐺 ⊳𝑥 𝐻  bergantung pada himpunan 
dominasi-lokasi graf yang diinduksi oleh 𝑉(𝐻)\{𝑥}. 
Secara umum nilai 𝜆(𝐺 ⊳𝑥 𝐻) dapat dikategorikan 
dalam 3 tipe bergantung graf 𝐻  dan titik 𝑥  yang 
dipilih. 

 Graf 𝐻 bertipe 𝒜𝑥  jika terdapat 𝐷, himpunan 
dominasi-lokasi graf 𝐻\{𝑥}  dengan kardinalitas 
𝜆(𝐻) − 1,  dan terdapat titik 𝑣 pada graf 𝐻\{𝑥} yang 
memenuhi 𝑁𝐻(𝑣) ∩ 𝐷 = 𝑁𝐻(𝑥) ∩ 𝐷 ≠ ∅ . Jika untuk 
setiap 𝐷  tersebut memenuhi 𝑁𝐻(𝑥) ∩ 𝐷 = ∅  maka 
graf 𝐻  bertipe ℬ𝑥 . Terakhir, jika 𝜆(𝐻\{𝑥}) = 𝜆(𝐻) 
maka 𝐻 dikategorikan bertipe 𝒞𝑥 .  Berdasarkan 
ketiga tipe tersebut nilai 𝜆(𝐺 ⊳𝑥 𝐻)  dikategorikan 
dalam teorema berikut. 

Teorema 1. [8] Jika graf 𝐺  dan 𝐻  merupakan graf 
terhubung yang tak-trivial dan 𝑥 ∈ 𝑉(𝐻) maka 

𝜆(𝐺 ⊳𝑥 𝐻) = {

𝛾(𝐺) + |𝑉(𝐺)|(𝜆(𝐻) − 1), jika 𝐻 tipe 𝒜𝑥

𝜆(𝐺) + |𝑉(𝐺)|(𝜆(𝐻) − 1), jika 𝐻 tipe ℬ𝑥
|𝑉(𝐺)|(𝜆(𝐻)), jika 𝐻 tipe 𝒞𝑥

 

Hasil dan Diskusi 

 Hasil yang diperoleh sebagai berikut 

Lema 1. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛} dengan 𝑛 = 3 𝑚𝑜𝑑 5 
dan 𝑥 = 𝑣𝑛  maka 𝐴𝑛  bertipe 𝒜𝑥   

Bukti. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛}  maka 𝐴𝑛\{𝑥} = 𝑃𝑛−1 . 
Karena 𝑛 = 3 𝑚𝑜𝑑 5  maka 𝑛 = 5𝑎 + 3 dengan 𝑎 
bilangan bulat tak negatif. Akibatnya,  

𝜆(𝐴𝑛) = ⌈
2𝑛

5
⌉ = 2𝑎 + 2  

𝜆(𝑃𝑛−1) = ⌈
2(𝑛 − 1)

5
⌉ = 2𝑎 + 1 

Perhatikan 𝐷, himpunan dominasi-lokasi graf 𝑃𝑛−1 

yang titiknya sebagai berikut 

𝐷 = {𝑣5𝑖+2 , 𝑣5𝑖+4, 𝑣5𝑎+2|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎 − 1, 𝑖 ∈ ℤ}. 
𝐷  merupakan himpunan dominasi-lokasi dengan 
|𝐷| = 2𝑎 + 1 = 𝜆(𝐴𝑛) − 1.  Lebih jauh didapat 
himpunan tetangga 𝑣𝑛  di 𝐷  tak kosong karena 
𝑣5𝑎+2 dan 𝑣𝑛 = 𝑣5𝑎+3  bertetangga. Kemudian 
karena  

𝑁𝐴𝑛(𝑣𝑛) ∩ 𝐷 = 𝑁𝐴𝑛(𝑣5𝑎+3) ∩ 𝐷 
= {𝑣5𝑎+2} = 𝑁𝐴𝑛(𝑣5𝑎+1) ∩ 𝐷, 

maka 𝐴𝑛 memenuhi sebagai tipe 𝒜𝑣𝑛 = 𝒜𝑥 . 

Lema 2. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛} dengan 𝑛 = 1 𝑚𝑜𝑑 5 
dan 𝑥 = 𝑣𝑛  maka 𝐴𝑛  bertipe ℬ𝑥  

Bukti. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛}  maka 𝐴𝑛\{𝑥} = 𝑃𝑛−1 . 
Karena 𝑛 = 1 𝑚𝑜𝑑 5  maka 𝑛 = 5𝑎 + 1 dengan 𝑎 
bilangan bulat tak negatif. Akibatnya,  

𝜆(𝐴𝑛) = ⌈
2𝑛

5
⌉ = 2𝑎 + 1  

𝜆(𝑃𝑛−1) = ⌈
2(𝑛 − 1)

5
⌉ = 2𝑎 

Menggunakan kontradiksi akan ditunjukkan setiap 
himpunan 𝐷,  himpunan dominasi-lokasi 𝑃𝑛−1 
dengan kardinalitas |𝐷| = 𝜆(𝐴𝑛) = 2𝑎  berlaku 
𝑁𝐴𝑛(𝑣𝑛) ∩ 𝐷 = ∅. 

 Andaikan ada 𝐷  suatu himpunan-dominasi 
lokasi dari graf 𝑃𝑛−1  dengan |𝐷| = 2𝑎  dan 
memenuhi 𝑁𝐴𝑛(𝑣𝑛) ∩ 𝐷 = ∅ . Tanpa mengurangi 
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keumuman bukti, misalkan 𝑣𝑛−1 ∈  𝑁𝐴𝑛(𝑣𝑛) ∩ 𝐷. 
Misalkan 𝐷− = 𝐷 ∩ {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−3}  maka |𝐷−| ≤
2𝑎 − 1 . Lebih jauh haruslah 𝐷−  himpunan 
dominasi-lokasi graf 𝑃𝑛−3  (graf dengan titik 
𝑉(𝑃𝑛−1)\{𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1}. Hal ini kontradiksi dengan 

𝜆(𝑃𝑛−3) = ⌈
2(𝑛 − 3)

5
⌉ = 2𝑎. 

Artinya setiap himpunan 𝐷,  himpunan dominasi-
lokasi 𝑃𝑛−1  dengan kardinalitas |𝐷| = 𝜆(𝐴𝑛) 
memenuhi 𝑁𝐴𝑛(𝑣𝑛) ∩ 𝐷 = ∅.  Akibatnya graf 𝐴𝑛 
termasuk tipe ℬ𝑥 .  

Lema 3. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛}  dengan 𝑛 = 0,2,4 
𝑚𝑜𝑑 5 dan 𝑥 = 𝑣𝑛  maka 𝐴𝑛  bertipe 𝒞𝑥  

Bukti. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛}  maka 𝐴𝑛\{𝑥} = 𝑃𝑛−1 . 
Nilai 𝜆(𝐴𝑛)  dan 𝜆(𝑃𝑛−1)  untuk 𝑛 = 0,2,4 𝑚𝑜𝑑 5 
diberikan pada Tabel 2. 

Tabel 2. Bilangan Dominasi dan Bilangan Dominasi-Lokasi Graf 

𝐴𝑛 dan 𝑃𝑛−1 untuk 𝑛 = 0,2,4 𝑚𝑜𝑑 5 

𝑛 𝜆(𝐴𝑛) 𝜆(𝑃𝑛−1) 

5𝑎 2𝑎 2𝑎 

5𝑎 + 2 2𝑎 + 1 2𝑎 + 1 

5𝑎 + 4 2𝑎 + 2 2𝑎 + 2 

Akibatnya 𝜆(𝐴𝑛\{𝑥}) = 𝜆(𝐴𝑛), jadi 𝐴𝑛 termasuk tipe 
𝒞𝑥  untuk 𝑛 = 0,2,4 𝑚𝑜𝑑 5. 

 Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Lema 
1,2 dan 3 maka dapat ditentukan nilai himpunan 
dominasi lokasi untuk graf hasil operasi comb graf 
lintasan dan graf siklus yang tertuang pada teorema 
berikut. 

Teorema 2. Misalkan 𝐴𝑛 ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛} . Jika 𝑚, 𝑛 ≥ 5 
dan 𝑥 = 𝑣𝑛  titik di 𝐴𝑛 maka 

𝜆(𝐴𝑚 ⊳𝑥 𝐴𝑛) =

{
 
 

 
 ⌈
𝑚

3
⌉ + 𝑚 ⌈

2𝑛

5
⌉ −𝑚, 𝑛 = 3 mod 5

⌈
2𝑚

5
⌉ +𝑚 ⌈

2𝑛

5
⌉ −𝑚, 𝑛 = 1 mod 5

𝑚 ⌈
2𝑛

5
⌉ , 𝑛 lainnya
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